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La construction bar d’une alge`bre comme alge`bre de Hopf E-infini
Benoit Fresse
3/3/2003
Re´sume´. — On prouve que la construction bar d’une alge`bre E∞ forme une alge`bre E∞.
Plus pre´cise´ment, on montre que la construction bar d’une alge`bre sur l’ope´rade des surjections
posse`de une structure d’alge`bre de Hopf sur l’ope´rade de Barratt-Eccles. (L’ope´rade des surjections
et l’ope´rade de Barratt-Eccles sont des ope´rades E∞ classiques.)
The bar construction of an algebra as an E-infinite Hopf algebra
Abstract. — We prove that the bar construction of an E∞ algebra forms an E∞ algebra.
To be more precise, we provide the bar construction of an algebra over the surjection operad with
the structure of a Hopf algebra over the Barratt-Eccles operad. (The surjection operad and the
Barratt-Eccles operad are classical E∞ operads.)
Abridged English Version
We fix a ground field F of characteristic 2. We let Σr, r ∈ N, denote the sequence of symmetric
groups. We consider operads in the category dgFMod of differential graded modules over F (for
short dg-modules).
We denote the operad of associative and commutative algebras by the letter C. We recall
that an E∞ operad consists of a dg-operad F quasi-isomorphic to C and whose components F(r),
r ∈ N, are projective complexes of Σr-modules. The category of algebras over a fixed E∞ operad
FAlg is equipped with the structure of a semi-model category (cf. [7]). The purpose of this note
is to make explicit a model of the suspension of an algebra in FAlg.
This model is given by the classical bar construction of associative algebras B¯(A). More
specifically, the bar construction of an associative and commutative algebra is equipped with the
shuffle product and forms an associative and commutative algebra. We extend this construction to
the context of E∞ algebras by introducing particular E∞ operads. Namely: the surjection operad
X and the Barratt-Eccles operad E .
The components X (2) and E(2) of these operads are both isomorphic to the classical free
resolution of the trivial representation of Σ2. To be more explicit, we have homogeneous elements θd
such that E(2)d = X (2)d = F[Σ2] ·θd. In addition, the differential of the dg-modules E(2)∗ = X (2)∗
verifies the formula δ(θd) = θd−1 + τ · θd−1, where τ denotes the transposition of Σ2. For a given
X -algebra A, the operation θd : A ⊗ A → A associated to θd ∈ X (2) is also denoted by a1 ⌣d
a2 = θd(a1, a2). In fact, the element θ0 ∈ X (2)0 satisfies the relation θ0(θ0, 1) = θ0(1, θ0) in the
surjection operad. Accordingly, the product⌣0 is associative in A. Similarly, the product⌣d gives
rise to the boundary relation a1 ⌣d−1 a2+a2 ⌣d−1 a1 = δ(a1 ⌣d a2)+δ(a1) ⌣d a2+a1 ⌣d δ(a2),
because we have δ(θd) = θd−1 + τ · θd−1 in the surjection operad.
The work of Baues (cf. [1]) proves that the bar construction of an X -algebra is equipped
with an associative product. There is also a sequence of products ⌣d: B¯(A) ⊗ B¯(A) → B¯(A)
defined by Kadeishvili in the article [5] and that verify the boundary relation above. We generalize
Kadeishvili’s construction and we obtain the following theorem:
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Theorem A
Let A be an algebra over the surjection operad X . The bar construction B¯(A) is equipped
with the structure of a Hopf algebra over the Barratt-Eccles operad E such that the operation
θd : B¯(A) ⊗ B¯(A) → B¯(A) associated to the element θd ∈ E(2)d agrees with Kadeishvili’s product
⌣d. The bar construction B¯(A) together with this structure forms a cogroup object in the homotopy
category of E-algebras and is equivalent to the suspension of A.
We define an operad morphism TR : E → X in [2] and [3]. This morphism gives any algebra
over X the structure of an algebra over E . Therefore, it makes sense to consider the suspension of
an X -algebra in the category of E-algebras.
The normalized cochain complex of a simplicial set A = N∗(X) is equipped with the structure
of an algebra over the surjection operad X (cf. [3], [9]). Moreover, according to a general result
of Mandell (cf. [7]), this structure determines the 2-adic homotopy type of X (since we consider
cochains with F = F2 coefficients). One proves that the suspension of N
∗(X) in the homotopy
category of E-algebras is equivalent to N∗(ΩX), the cochain algebra of the loop space of X (cf.
[4], [7]). Consequently:
Theorem B
We assume that X is a pointed connected simplicial set such that π1(X) is a finite 2-group and
H∗(X,F2) is a finite dimensional F2-module for all ∗ ∈ N. If A = N
∗(X), the cochain algebra of
X, then, in the homotopy category of E-algebras, the bar construction B¯(N∗(X)) is equivalent to
N∗(ΩX), the cochain algebra of the loop space of X.
The works of Smirnov (cf. [10]), Justin R. Smith (cf. [11]) and Kadeishvili-Saneblidze (cf.
[6]) predict the existence of an E∞ structure on the bar construction B¯(N
∗(X)). Our theorems
make this structure explicit.
On fixe un corps de base F de caracte´ristique 2. On conside`re des ope´rades dans la cate´gorie
dgFMod des modules diffe´rentiels gradue´s sur F (en abre´ge´s dg-modules). On note Σr, r ∈ N, la
suite des groupes de permutations.
§1. Re´sultats
L’ope´rade associe´e aux alge`bres associatives et commutatives est de´signe´e par la lettre C. On
rappelle qu’une ope´rade E∞ est une dg-ope´rade F quasi-isomorphe a` C et dont les composantes
F(r), r ∈ N, forment des complexes projectifs de Σr-modules. La cate´gorie d’alge`bres associe´e a`
une telle ope´rade FAlg posse`de une semi-structure mode`le naturelle (cf. [7]). Le but de cette
note est de donner un mode`le explicite de la suspension d’une alge`bre dans FAlg.
Ce mode`le est fourni par la construction bar classique des alge`bres associatives B¯(A). Plus
spe´cifiquement, on sait que le produit shuffle donne a` la construction bar d’une alge`bre commu-
tative la structure d’une alge`bre commutative. On e´tend cette construction au cadre des alge`bres
E∞ en introduisant des ope´rades E∞ particulie`res qui sont l’ope´rade des surjections X et l’ope´rade
de Barratt-Eccles E .
Les composantes X (2) et E(2) de ces ope´rades sont isomorphes a` la re´solution libre classique
de la repre´sentation triviale de Σ2. Plus explicitement, on a une suite d’e´le´ments homoge`nes θd
tels que E(2)d = X (2)d = F[Σ2] · θd. En outre, la diffe´rentielle des dg-modules E(2)∗ = X (2)∗
ve´rifie la formule δ(θd) = θd−1 + τ · θd−1, en notant τ la transposition de Σ2. Si A est une X -
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alge`bre, alors l’ope´ration θd : A ⊗ A → A associe´e a` l’e´le´ment θd ∈ X (2)d est e´galement note´e
a1 ⌣d a2 = θd(a1, a2). En fait, l’e´le´ment θ0 satisfait la relation θ0(θ0, 1) = θ0(1, θ0) dans l’ope´rade
des surjections. Le produit correspondant ⌣0 est donc associatif sur A. De meˆme, comme θd a
pour diffe´rentielle δ(θd) = θd−1+ τ · θd−1, le produit supe´rieur ⌣d donne lieu a` la relation de bord
a1 ⌣d−1 a2 + a2 ⌣d−1 a1 = δ(a1 ⌣d a2) + δ(a1)⌣d a2 + a1 ⌣d δ(a2).
Les travaux de Baues (cf. [1]) montrent que la construction bar d’une X -alge`bre B¯(A)
posse`de une structure d’alge`bre associative. On a aussi une suite de produits ⌣d: B¯(A)⊗ B¯(A) →
B¯(A) (ve´rifiant la relation de bord ci-dessus) que Kadeishvili de´finit de fac¸on explicite dans
l’article [5]. On e´tend la construction de Kadeishvili pour associer une ope´ration sur la con-
struction bar a` tout e´le´ment de l’ope´rade de Barratt-Eccles E . On obtient ainsi le the´ore`me
suivant :
The´ore`me A
Si A est une alge`bre sur l’ope´rade des surjections X , alors la construction bar B¯(A) posse`de
une structure naturelle d’alge`bre de Hopf sur l’ope´rade de Barratt-Eccles E telle que l’ope´ration
θd : B¯(A)⊗B¯(A) → B¯(A) associe´e a` l’e´le´ment θd ∈ E(2)d est le produit ⌣d de´fini par Kadeishvili.
Quand elle est munie de cette structure, la construction bar B¯(A) de´finit un objet en cogroupe dans
la cate´gorie homotopique des E-alge`bres et est e´quivalente a` la suspension de A.
On de´finit un morphisme d’ope´rades TR : E → X dans les articles [2] et [3]. Ce morphisme
fait de toute alge`bre sur X une alge`bre sur E par restriction de structure. C’est pourquoi on peut
parler de la suspension d’une X -alge`bre dans la cate´gorie des E-alge`bres.
On sait que le complexe des cochaˆınes normalise´es d’un ensemble simplicial A = N∗(X)
posse`de une structure naturelle d’alge`bre sur l’ope´rade des surjections X (cf. [3], [9]). De
plus, d’apre`s un re´sultat ge´ne´ral de Mandell (cf. [7]), cette structure suffit a` de´terminer le type
d’homotopie 2-adique de X (quand on prend F = F2 comme corps de coefficients). On montre que
la suspension de N∗(X) dans la cate´gorie homotopique des E-alge`bres est e´quivalente a` N∗(ΩX),
l’alge`bre des cochaˆınes de l’espace des lacets de X (cf. [4], [7]). En conse´quence :
The´ore`me B
On suppose que X est un ensemble simplicial pointe´ connexe dont la cohomologie H∗(X,F2)
est finie en tout degre´ et tel que π1(X) forme un 2-groupe fini. Si A = N
∗(X), l’alge`bre des
cochaˆınes de X, alors la construction bar B¯(N∗(X)) est e´quivalente dans la cate´gorie homotopique
des E-alge`bres a` N∗(ΩX), l’alge`bre des cochaˆınes de l’espace des lacets de X.
L’existence d’une structure E∞ sur la construction bar B¯(N
∗(X)) est assure´e par les travaux
de Smirnov (cf. [10]), de Justin R. Smith (cf. [11]) et de Kadeishvili-Saneblidze (cf. [6]). Nos
the´ore`mes rendent une telle structure explicite. Le but de la seconde partie de cette note est de
de´finir l’ope´ration w : B¯(A)⊗r → B¯(A) associe´e a` un e´le´ment w ∈ E(r). La de´monstration du
the´ore`me A sera publie´e ulte´rieurement.
§2. Construction des ope´rations sur la construction bar
On reprend les conventions classiques classique du calcul diffe´rentiel gradue´. Un dg-module V
est gradue´ infe´rieurement V = V∗ ou supe´rieurement V = V
∗, la relation Vd = V
−d rendant une
graduation infe´rieure e´quivalente a` une graduation supe´rieure. La diffe´rentielle d’un dg-module est
ge´ne´ralement note´e δ : V∗ → V∗−1.
1) Rappels sur l’ope´rade de Barratt-Eccles et l’ope´rade des surjections
On reprend les conventions des articles [2] et [3]. On rappelle que l’ope´rade de Barratt-Eccles
E est de´finie par la construction bar homoge`ne normalise´e des groupes syme´triques Σr. Explicite-
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ment, le module E(r) est engendre´ en degre´ d par les d+ 1-uplets non-de´ge´ne´re´s de permutations
(w0, . . . , wd) ∈ Σr × · · · × Σr. Un simplexe w = (w0, . . . , wd) est de´ge´ne´re´ (et repre´sente 0 dans
E(r)d) si on a wi+1 = wi pour quelque i ∈ {0, . . . , d−1}. Ainsi, l’e´le´ment θd ∈ E(2)d correspondant
au produit ⌣d est repre´sente´ par le simplexe alternant θd = (id, τ, id, τ, . . .). La diffe´rentielle de
E(r) est de´finie par la formule classique δ(w0, . . . , wd) =
∑d
i=0(w0, . . . , ŵi, . . . , wd).
Les composantes X (r)d de l’ope´rade des surjections X sont engendre´es par les surjections
non-de´ge´ne´re´es u : {1, . . . , r+ d} → {1, . . . , r}, une surjection u e´tant de´ge´ne´re´e si u(i+1) = u(i)
pour quelque i ∈ {1, . . . , r + d− 1} (auquel cas, on suppose que u repre´sente 0 dans X (r)d). Une
surjection u ∈ X (r)d est de´termine´e par la suite de ses valeurs u = (u(1), . . . , u(r + d)).
On de´finit dans l’article [3] une certaine de´composition de u en sous-suites u0, . . . , ud (ce
sont les lignes de l’arrangement en table de u ∈ X (r)d). Pour caracte´riser cette de´composition,
on spe´cifie les termes de u qui de´finissent les derniers e´le´ments de u0, . . . , ud−1 (les ce´sures de la
surjection u) : ce sont les termes de u qui ne forment pas la dernie`re occurrence d’une valeur
k = 1, . . . , r dans la suite u. Par exemple, pour u = (1, 4, 2, 5, 3, 2, 3), on obtient :
u = (1, 4, 2︸ ︷︷ ︸
u
0
; 5, 3︸︷︷︸
u
1
; 2, 3︸︷︷︸
u
2
)
(les ce´sures sont souligne´es dans la suite initiale).
2) Rappels sur la construction bar
La coge`bre tensorielle engendre´e par un dg-module V , note´e T c(V ), est forme´e par le mod-
ule T c(V ) =
⊕∞
n=0 V
⊗n muni de la diagonale ∆ : T c(V ) → T c(V ) ⊗ T c(V ) de´finie par la
de´concate´nation des tenseurs. On obtient ainsi une structure de coge`bre associative.
On suppose que A est une alge`bre augmente´e sur l’ope´rade des surjections X . On note A˜ l’ide´al
d’augmentation de A. On conside`re la suspension de A˜ (dans la cate´gorie des dg-modules) dont
les composantes homoge`nes sont de´finies par la relation (ΣA˜)∗ = A˜∗+1. La construction bar B¯(A)
est de´finie par la coge`bre tensorielle B¯(A) = T c(ΣA˜) munie d’une diffe´rentielle b′ : B¯(A) → B¯(A)
qui est de´termine´e par le produit associatif de A associe´ a` l’ope´ration θ0 ∈ X (2). Explicitement,
cette diffe´rentielle b′ : B¯(A) → B¯(A) est donne´e par la formule
b′(Σa1 ⊗ · · · ⊗ Σan) =
n−1∑
i=1
Σa1 ⊗ · · · ⊗ Σ(ai ⌣0 ai+1)⊗ · · · ⊗ Σan.
Dans le prochain paragraphe, on associe a` tout e´le´ment w ∈ E(r) une application w˜ :
T c(ΣA˜)⊗r → A˜. On e´tend cette application en une ope´ration w : T c(ΣA˜)⊗r → T (ΣA˜) (sur
la construction bar) en utilisant la structure de coge`bre de T c(ΣA˜). On rappelle que l’ope´rade
de Barratt-Eccles est munie d’une diagonale coassociative ∆ : E(r) → E(r) ⊗ E(r) comme la
coge`bre tensorielle. (En conse´quence, les modules E(r) forment une ope´rade dans la cate´gorie des
coge`bres ; on dit aussi que l’ope´rade de Barratt-Eccles E est une ope´rade de Hopf ). On note
∆n(w) =
∑
iw
i
(1) ⊗ · · · ⊗ w
i
(n) la diagonale ite´re´e de l’e´le´ment w ∈ E(r) dans E(r)
⊗n. On pose
explicitement
w(c1, . . . , cr) =
∑
i
Σw˜i(1)(c
i
1(1), . . . , c
i
r(1))⊗ · · · ⊗ Σw˜
i
(n)(c
i
1(n), . . . , c
i
r(n)),
en notant
∆n(ck) =
∑
i
cik(1) ⊗ · · · ⊗ c
i
k(n) ∈ T
c(ΣA˜)⊗n,
les diagonales ite´re´es des tenseurs c1, . . . , cr ∈ T
c(ΣA˜). On montre que cette construction donne a`
la construction bar B¯(A) = T c(ΣA˜) une structure de E-alge`bre. (On obtient en fait une E-alge`bre
dans la cate´gorie des dg-coge`bres ; c’est pourquoi on dit que B¯(A) forme une alge`bre de Hopf sur
E).
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3) Construction des ope´rations sur la construction bar
On de´finit l’application w˜ : T c(ΣA˜) ⊗ · · · ⊗ T c(ΣA˜) → A˜ associe´e a` un simplexe w =
(w0, . . . , wd) ∈ E(r)d. Cette application est donne´e sur chaque composante (ΣA˜)
⊗n1 ⊗ · · · ⊗
(ΣA˜)⊗nr ⊂ T c(ΣA˜) ⊗ · · · ⊗ T c(ΣA˜) par une somme d’ope´rations u : A⊗n1 ⊗ · · · ⊗ A⊗nr → A
associe´es a` des surjections u ∈ X (n1 + · · ·+ nr) admissibles par rapport a` w.
Dans le contexte de cette construction, il est naturel de repre´senter une surjection u ∈ X (n1+
· · ·+nr) par une application a` valeurs dans l’ensembleM = {11, 21, . . . , (n1)1, . . . , 1r, 2r, . . . , (nr)r}
constitue´ de r intervalles d’entiers. On note que chaque permutation wi de w = (w0, . . . , wd) de´finit
un ordre sur les intervalles de l’ensemble M . Explicitement, si on se donne ks, lt ∈ M avec s 6= t,
alors on e´crit ks <wi lt quand le couple (s, t) constitue une sous-suite de wi = (wi(1), . . . , wi(r)).
On a par exemple
k1 <(1,3,2) m3 <(1,3,2) l2,
quelque soient k1 ∈ {11, 21, . . . , (n1)1}, l2 ∈ {12, 22, . . . , (n2)2} et m3 ∈ {13, 23, . . . , (n3)3}.
Une surjection u est admissible par rapport a` w quand on peut re´partir les lignes de l’arran-
gement en table de u en d+ 1 blocs
u = u01, . . . , u
0
e0︸ ︷︷ ︸
u0
, u10, u
1
1, . . . , u
1
e1︸ ︷︷ ︸
u1
, . . . , ud0, u
d
1, . . . , u
d
ed︸ ︷︷ ︸
ud
tout en respectant les proprie´te´s caracte´ristiques suivantes. On conside`re la ligne uij de cet arrange-
ment. On note (k1)s1 , . . . , (km)sm les valeurs des ce´sures des lignes pre´ce´dant u
i
j dont l’occurrence
finale n’apparaˆıt pas de´ja` dans la table (au dessus de la ligne uij). On suppose que ces valeurs
sont ordonne´es selon l’ordre de´fini par la permutation wi. On a explicitement (k1)s1 <wi · · · <wi
(km)sm . (On observera que, par construction, un nombre donne´ s ∈ {1, . . . , r} apparaˆıt toujours
au plus une fois dans la suite s1, . . . , sm.) Si j = 0 (on suppose donc que u
i
j est la premie`re ligne
du bloc ui), alors on demande que la ligne uij soit constitue´e par la suite u
i
j = ((k1)s1 , . . . , (kl)sl),
avec 1 ≤ l ≤ m. Sinon (si j > 0), on demande a` avoir uij = ((k0)s0 , (k1)s1 , . . . , (kl)sl), le premier
terme de cette ligne repre´sentant la premie`re occurrence d’une valeur (k0)s0 ∈ M dans la suite u
et ve´rifiant (k0)s0 <wi (k1)s1 . On demande aussi que les valeurs ks ∈ M associe´es a` un nombre
s ∈ {1, . . . , r} fixe´ apparaissent dans l’ordre croissant k = 1, . . . , ns dans la suite u.
On note bien que le premier e´le´ment d’une ligne uij telle que j = 1, . . . , ei repre´sente la premie`re
occurrence d’une valeur ks ∈ M dans u. La proprie´te´ inverse caracte´rise donc la premie`re ligne
d’un bloc de notre de´composition.
4) Exemples
On peut de´terminer facilement les surjections u ∈ X (p + q) qui sont admissibles par rapport
aux ope´rations θd ∈ E(2)d. Ainsi, pour θ0 = (id) ∈ E(2)0, les surjections admissibles sont de la
forme
u = ( 12︸︷︷︸
u0
1
, 11, 12︸ ︷︷ ︸
u0
2
, 21, 12︸ ︷︷ ︸
u0
3
, 31, 12︸ ︷︷ ︸
u0
4
, . . . , p1, 12︸ ︷︷ ︸
u0
p+1
).
On reconnait les e´le´ments de X (p+1) associe´s aux ope´rations “braces” de Getzler-Kadeishvili (cf.
[3], [8], [9]). Pour θ1 = (id, τ) ∈ E(2)1, on obtient les surjections de la forme
( 12︸︷︷︸
u0
1
, 11, 12︸ ︷︷ ︸
u0
2
, 21, 12︸ ︷︷ ︸
u0
3
, 31, 12︸ ︷︷ ︸
u0
4
, . . . , p1︸︷︷︸
u0
p+1
, 12, p1︸ ︷︷ ︸
u1
0
, 22, p1︸ ︷︷ ︸
u1
1
, 32, p1︸ ︷︷ ︸
u1
2
, . . . , q2, p1︸ ︷︷ ︸
u1
q
).
On reconnait les e´le´ments E1pq introduits par Kadeishvili dans l’article [5].
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